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Sur la non re´solubilite´ du p-laplacien sur Rn ∗
V. Gol’dshtein and M. Troyanov
juin 1998
Re´sume´ Dans cette note on de´montre l’impossibilite´ de re´soudre l’e´quation du p−laplacien
∆pu+ h = 0 sur Rn, n ≤ p lorsque la fonction h est de moyenne non nulle.
On the non Solvability of the p−laplacian on Rn
Summary In this note we prove the impossibility to solve the p−laplace equation ∆pu+
h = 0 on Rn, n ≤ p if the function h has a non zero average.
On note L1,p(Rn) l’espace des fonctions u ∈ L1loc(Rn) admettant un gradient
au sens des distributions de classe Lp.
Le p−laplacien est l’ope´rateur ∆pu = div(|∇u|p−2∇u). Une fonction
f : Rn → R est solution faible de l’e´quation ∆pu+ h = 0 si∫
Rn
〈|∇f |p−2∇f,∇ψ〉 = ∫
Rn
h ψ
pour tout ψ ∈ C∞0 (Rn) (ou` ∇f est le gradient au sens des distributions de
f).
Le but de cette note est de de´montrer le re´sultat suivant
The´ore`me 1 Soit 2 ≤ n ≤ p <∞, et soit h une fonction de classe L1 sur
Rn telle que
∫
Rn h 6= 0. Alors l’e´quation
∆pu+ h = 0 (1)
n’admet aucune solution faible dans L1,p(Rn).
∗Paru dans C. R. Acad. Sci., Paris, Sr. I, Math. 326, No.10, 1185-1187 (1998).
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Remarque Ce the´ore`me donne une re´ponse a` la remarque 4.4 de l’article
de Dra´bek [1].
Pour la de´monstration du the´ore`me, on utilisera la notion de p−capacite´ d’un
ensemble compact D ⊂ Rn, que l’on peut de´finir par
Capp(D) := inf
{∫
Rn
|∇u|p : u ∈ C10(Rn), 0 ≤ u ≤ 1 et u ≡ 1 sur D
}
.
Lemme La p-capacite´ de tout compact de Rn est nulle si p ≥ n.
Pour prouver ce lemme il suffit de calculer explicitement la p−capacite´ d’une
boule dans Rn (voir par exemple le paragraphe 2.2.4 de [2]).
De´monstration du the´ore`me 1
Supposons
∫
Rn h > 0. Alors on peut trouver un ensemble borne´ D ⊂ Rn de
mesure positive et tel que
γ := inf
D
h > 0 et
∫
D
h >
∣∣∣∣∫
Rn
h−
∣∣∣∣
ou` h− := min{h, 0}. Choisissons 0 < c < 1 tel que
0 ≤ −
∫
Rn
h− < c ·
∫
D
h .
Pout tout ε > 0, on peut trouver une fonction v ∈ C∞0 (Rn) telle que
0 ≤ v ≤ 1, v ≡ 1 sur D et∫
Rn
|∇v|p ≤ Capp(D) + ε .
On a donc −c ∫
D
v h <
∫
Rn v h
− ≤ 0, par conse´quent
(1− c) ·
∫
D
v h <
∫
D
v h+
∫
Rn
v h−
<
∫
D
v h+
∫
Rn
v h− +
∫
(Rn\D)
v h+ =
∫
Rn
v h .
2
Or γ·Vol(D) ≤ ∫
D
v h, on a donc montre´ que
(1− c) · γ Vol(D) ≤
∫
Rn
v h . (2)
Supposons a` pre´sent que u ∈ L1,p(Rn) soit une solution de (1), et posons
ξ := −|∇u|p−2∇u. Alors ξ est un champ de vecteurs tel que
|ξ| ∈ Lq(Rn) ou` 1
p
+ 1
q
= 1 et div(ξ) = −∆pu = h.
Une integration par parties et l’ine´galite´ de Ho¨lder applique´ a` l’ine´galite´ (2)
nous donnent
γ(1− c) · Vol(D) ≤
∫
Rn
v div(ξ) = −
∫
Rn
〈∇v, ξ〉
≤ ‖ξ‖q ‖∇v‖p .
Comme ‖∇v‖p ≤ (Capp(D) + ε)1/p et ε est arbitraire, on conclut que
0 < Vol(D) ≤ ‖ξ‖q
γ(1− c) · (Capp(D))
1/p .
Par le lemme, on sait que ceci est impossible pour p ≥ n.
Soulignons pour conclure que la meˆme me´thode permet de de´montrer le
the´ore`me suivant
The´ore`me 2 Supposons que M est p-parabolique, et soit h ∈ L1(M) une
fonction telle que
∫
M
h 6= 0. Alors l’e´quation ∆pu+h = 0 n’a pas de solution
faible u ∈ L1,p(M).
Les varie´te´s p−paraboliques sont celles pour lesquelles Capp(D) = 0 pour
tout compact D ⊂M , voir [3].
Le premier auteur est partiellement finance´ par le Fonds binational Israe¨l-
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